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Wprowadzenie

Twierdzenia dotyczace granic
Granice zawierajace nieskonczono$é
Granice w nieskoficzonosci

Definicja intuicyjna
Jedli f(x) moze by¢ dowolnie blisko skonczonej liczby L dla x
dowolnie bliskich, ale réznych od xg, zaréwno z lewej, jak i z

prawej strony xp, to
lim f(x)=L.

X—Xo
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Wprowadzmy oznaczenia:

X=Xy

oznacza, ze x dgzy do xg z lewej strony, zas

+
X — Xy
oznacza, ze x dazy do xg z prawej strony.
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Zatem je$li granice jednostronne: lim f(x) oraz lim f(x) maja
X=Xy X—X5

wspdblng wartos$¢ L,

[im f(X): lim f(X):L
X=Xy X—Xg

to moéwimy, ze: granica JLFT;I( f(x) istnieje i zapisujemy to jako
0

lim f(x) = L.

X—Xg
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Formalne definicje.
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Twierdzenie
» Jesli granica lim f(x) istnieje, to jest jedyna.
X—Xo
» Jesli ¢ jest dowolng statg, to lim c=c.
X—Xo
» |lim x = Xxg.
X—Xp

» Jedli ¢ jest dowolng statg, to Xll_r>r)1(O c-f(x)= c-xll_r>r)1(O f(x).
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Twierdzenie o granicach wtasciwych
Niech I|m f(x) = L4 |XI|_r)r)1( g(x) = Lo. Wtedy
0

Jm (f0)+a(0) = lim f(x)+ im g(x) = L1+ Lo
Jm f(x)-g(x) = lim (x)- im g(x) =Ly Lz
lim f(x)
. f(X) X=X _L1
g0 Jim g(x) Lo’ t2 70,
lim [f(x)]" = L.

X—Xo
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Twierdzenie
Niech Xlir)\( f(x) = L oraz niech n bedzie dodatnig liczbg
0
naturalng. Jesli L > 0 dla n dodatnich liczb naturalnych badz
jesli L # 0 przy n naturalnych nieparzystych, to

lim [FO)]V/" = L/",

X—Xp

Twierdzenie
Jesli X|I_)n;1(0 f(x) =Ly #0oraz )(Imo g(x)=0,to Xll_r>r)1(0 f(x)/g(x) nie
istnieje (a doktadniej jest rowna +oo).
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Twierdzenie o trzech funkcjach

Jesli f, g oraz h sa funkcjami, dla ktérych g(x) < f(x) < h(x) dla

wszystkich x z otwartego przedziatu zawierajacego xg oraz jesl
Jim 9(x) = im h(x) =L,

to
lim f(x) = L.

X—Xg
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Trzy bardzo przydatne granice:
- sin(x) _1-
1. )|(ILT}) =1
2. ima*=1, a>0;
x—0
i @1
3. lim

=In(a).
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Przyktad
Wyznaczy¢ granice:
125—x3.

1. lim
x—5 X~
2. |im 3=votx.
x—4 1=V5-x’

5

. tg(5x) .
)I(IE(') sin(7x)’
lim
x—0
lim x2sin(1).
X—so0 (X)

> W

1—cos(x).
—z
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Kazdg granice typu:
Jm fx) =, lim f(x) = e
lim f(X):OO, lim )‘(X):—oo7
X—)X(; X—>X6
lim f(x) = oo, lim f(x)= —oo
X—Xg ( ) xX—X5 ( )

nazywamy granicg nieskonczong lub niewtasciwg. Jesli
zachodzi ktéry$ z powyzszych warunkow, to prosta x = a
nazywamy asymptotg pionowg wykresu funkgiji f.
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Twierdzenie

e . . . <|
» Jesli n jest parzysta liczbg naturalng, to )(Imo %)

» Jesli n jest nieparzystg liczbg naturalng, to

i 1 = —o0 i —_— = [e%e]
M Gy =~ oraz Im, ey = e

Uwaga
Przypusémy, ze f(x) = CP)% gdzie P i Q sg wielomianami. Jesli
Q(x0) =01 P(xp) # 0, to prosta x = xq jest asymptotg pionowg
wykresu funkgji f.
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Funkcja f moze osiggac statg warto$¢ L, kiedy zmienna
niezalezna x nieograniczenie ro$nie lub maleje. Wtedy piszemy

lim f(x) =L lub lim f(x)=L,

X—yo0 X——00

aby oznaczy¢ granice w nieskonczonosci.
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Jesli f(x) — L przy x — +oo lub x — —c0, to méwimy, ze prosta
y = L jest asymptotg poziomg wykresu funkc;ji f.
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Twierdzenie

Niech t bedzie dodatnig liczbg wymierng (dodatnim utamkiem
zwyktym). Jesli x! jest zdefiniowane, to

1 . 1
im —==0 i Ilim — =
X—o0 X X—>—o0 X

0.
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Przyktad

Wyznaczy¢ granice

) _X 4X2+

2%+x
lim _5Xx2416x+3.
X—m\/m

|Im (X

2.

X2+ 1);

—x).
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Asymptoty ukos$ne
Przyktad

. .  x34x?
Narysuj szkic wykresu funkgji: f(x) = %.
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